


DIFUSION
Cuando una distribucién de particulas  NERNGTHY)

es inyectada en una region del espacio donde hay
campos magnéticos, campos de radiacion y campos de materia,

las particulas sufriran diversos tipos de pérdidas modificando su
distribucion.

Las particulas, ademas, se difundiran en el medio
con una cierta escala temporal tipica dada por:

m) P
Ty zE

[f] Distancia que recorre

oeficiente de difusion

Camino libre medio de las particulas
(depende de las caracteristicas
del medio)




DIFUSION

Estudiando la composicion quimica de los rayos cosmicos es posible

hacer inferencias sobre el valor medio del coeficiente de difusidn en la
Galaxia (Guinzburg & Syrovatskii 1964):

D~0.5-1x10%*° cm?s™

Estudios mas recientes (Berezinskii et al. 1990) indican:

D(log _1010 ev) - 1028 _1029 CmZS—l DependenCia del
coeficiente de difusion
D(10" —10"eV) #10%° —10°° cm®s ™ [Selgh EX= =G !

N g

Se difunden mas rapido
los mas energéticos

Si el medio es uniforme » D =D(E)

En general, se supone que esta relacion viene dada

por una ley de potencias D(E) = D, E*



DIFUSION
La evolucion de una poblacion de particulas relativistas esta determinada por la
ecuacion de difusion, cuya forma mas general e;/a\«

Mide pérdidas de particulas
dn 0 ifusic ial.
an @ —[bn] por difusion espacial
dt l oE

Describe la difusion espacial de particulas con coeficiente de
D =D(E) difusion D: El transporte difusivo es multidireccional.

dE
b=Db(E)= m > Razon de pérdida de energia de las particulas

L debida a los distintos procesos involucrados

Donde;:

n=n(E,r,t)

> Escala temporal de escape de las particulas

» Inyeccion de particulas nuevas con energias en
al instante Término “fuente”.

Ecuacion diferencial de derivadas parciales de tipo inhomogéneo.
Puede resolverse utilizando el método de la funcion de Green.



ECUACION DE DIFUSION EN DOS DIMENSIONES

Antes de discutir la solucion general de la ecuacion de difusion, presentamos
una deduccidn sencilla de la ecuacion en dos dimensiones.

Las pérdidas radiativas sufridas por las particulas relativistas modifican su
espectro.

Para establecer como:
Se considera un espacio de 2 dimensiones
» Una dimension espacial
(se adopta el eje de las abcisas)
» Energia
(se adopta el eje de las ordenadas)

Flujo de particulas a través de
superficies en este espacio.

Las particulas se mueven en la direccion:
»> X:. por difusidon espacial
> y: por ganancia o pérdida de energia




Ecuacion de difusion en dos dimensiones (cont.)

NUmero de particulas

entre x y x+dx con energias entre E y E+dE » dN =n(E, x,t) dE dx

Raz6n de cambio en la densidad de particulas en el elementof[=H

%n(E, x,t)dE dx = [#, (E, x,t) = ¢, ., (E, X +dx, t)|dE

+ [¢E (E’ X,t) _¢E+dE (E + dE1 X,t)]dX
+Q(E, x,t) dE dx

Flujo de particulas a través del intervalo de energia dE en el punto x del espacio
Flujo de particulas a través del intervalo de dx que tiene energia E
en algun tiempo en el intervalo dt.
Tasa de produccion de particulas relativistas
Q(E, x,t) . :
por unidad de volumen en el espacio E-x.
Realizando expansion de Taylor y simplificando la notacion:

an _ a¢ A
= QIR




Ecuacion de difusion en dos dimensiones (cont.)

Flujo de particulas a travées del intervalo de energia dE en el punto x del espacio

por definicion

[3] Coeficiente de difusion

Flujo de particulas a través del intervalo de dx que tiene energia E
en algun tiempo en el intervalo dt.

d_E _ b(E) Tasa de pérdida de energia de particulas con energia E
dt

3 dE Numero de particulas que pasan
» P = n(E)E =b(E)n(E) con energia E por unidad de tiempo

Ecuacion de difusion
de las particulas




Ecuacion de difusion

Generalizando [l
~ - DVin-—— [b(E)n(E)]+Q(E)

a tres dimensiones y agregando un termino que tenga en
cuenta el escape de las partl’culas se obtiene la ecuacion
de difusion:

Si el medio sufre movimientos convectivos
con una velocidad macroscopica :
entonces puede completarse la ecuacion con
un término de conveccion:




Solucion de la ecuacion de difusion

Consideremos una solucion de estado estacionario para una
distribucion uniforme de fuentes que inyectan electrones relativistas con

un espectro: Q(E) —KE™"

Como no hay difusion ni dependencia temporal, la ecuacion de difusion resulta:

0
a—E[b(E)n(E)]=Q(E)

=
=

dlb(E)n(E)]= ]O KE"dE

abEnE)]-[oE)dE 8L 2

N(E) >0 para E—>wx

KEP|" oy KEY
—p+l| (p—1)b(E)

—b(E)n(E)=




Solucion de la ecuacion de difusion

Para pérdidas que van como [{{SE C:j_E =-AE?
t

como las pérdidas sincrotronicas:

2
(dEj :_i o, C y° e ~—6.6x10"* (g) 7/2ﬂ

dt 3

Seg

sincr

A partir de:

AL S » N(E)oc E-*

El espectro de
electrones
se hace mas blando
respecto de la
inyeccion,
iIncrementandose en 1
la potencia de E




Solucion de la ecuacion de difusion

dE 2 a n G —
—— —— —[bn]+=+V-V=0Q(E,F,t
b(E) - AE aE[n]+T+v Q(E,T,1t)

Para estudiar soluciones no estacionarias debemos conocer
como varia la inyeccion de particulas.

Supongamos que hay una inyeccion continua durante un tiempo t,:
Q(E)=KE™ sit<t,

Espectro de inyeccion _
Q(E)=0 Sit>t,

dE
y que las pérdidas de energia son del tipo SIS e ~AE?®

Resolviendo: % == 8% [b(E)n(E)]+ Q(E)

K E—(p+1)
A(p-1)
K E—(IO+1)
A(p-1)

[1—(1— AEt)p‘l] si AEt, <1

si AEt, >1




Solucion de la ecuacion de difusion

dn 0 n =
— —DV*n+—|bn|+—+V-V=0Q(E,T,t
aE[ ] = Q(E,F,1)

dt

Para estudiar soluciones no estacionarias debemos conocer
como varia la inyeccion de particulas.

Si tenemos una inyeccion instantanea en t=0:

Espectro de inyeccion  [SUSELY =Ny

Resolviendo: f[¢! 0
- :_a—E[b(E)n(E)]+ Q(E)

» n(E)=KE®(1-AEt)"”

Para p=2, el espectro no modifica su forma,
Solo va cambiando la energia maxima de las particulas.




Solucion de la ecuacion de difusion %—szn a%[bn]+$=Q(E,F,t)

La funcion de Green de la ecuacion de difusion sin término convectivo satisface;

dd—(t;_ DV3G +%[bG]+$ =0(E-E,))o(F-r)o(t-t,)

Valores iniciales
G=G(E,r,t; E,, ?O,to)

La solucion de esta ecuacion se encuentra facilimente
si se cambia a nuevas variables (Syrovatskii 1959): y .

(E,E)=

A=A(E,E,) = on D(E)

LO b(E) b(E)

La solucion general de la ecuacion de difusion u(xX) = J‘G(* X") f(X )d3X'
para una distribucion fuente arbitraria es:

=

n(E.Ft)=[ & dEJ‘ dt, Q(E,, F,, t,)G(E,F.t; E,, T, t,)




Solucion de la ecuacion de difusion (cont.)

La funcion de Green para un procesos estacionario
(donde la intensidad de las fuentes no dependen del tiempo):

G(E.FiEy F) = [ dt;G(E.F.LEy, i ty)

1

Si el proceso es estacionario y homogéeneo en el espacio:

G(E;E,) - [

Ib(E)I { = b(E)T(E')

= (R




Solucion de la ecuacion de difusion (cont.)

n(E.F.t) =" o' [  dE,[ dt,Q(E,. . 1) G(E.F.L.E,, Ty, 1)

1

G(E,F,t, EO’ Fo,to) :We

D(E) ¢

A=A(E,E,) = jEO b(E)

Si WQ(E,t) =QE “q(t), q(t)=cte.parat>0

» n(E) oc E-**9) el espectro se hace mas blando (mas empinado)
a medida que las particulas se difunden.



Volviendo a... MECANISMO DE FERMI

Luego, el espectro de rayos césmicos en forma integral
gue emerja de la fuente luego de n cruces sera:

J(>E)=cteE"" P

Y en forma diferencial :

ASEEC= LEY DE POTENCIAS

El hecho que el espectro observado sea RIS =N

Se explica a través de los efectos de A
difusion de las particulas en el medio interestelar. (e

? 10" 1™ 1™
Energy (eV)



¢,Cual es la energia maxima
gue pueden alcanzar las particulas?

Para realizar esta estimacion,
se igualan las ganancias de energia de las partl'culas» ENERGIA
con las pérdidas radiativas que sufren las mismas. l MAXIMA

Siempre que E,, sea tal que

(E/eV) el giroradio de las particulas de esa energia

9 - )
300 z (B/G) sea menor que el tamano de la region
de aceleracion de la fuente.

La tasa de aceleracion es:

Donde es el tiempo que le toma a una particula que esta siendo acelerada ir
de la regiéon pre-shock a la post-shock para luego regresar a la misma.
Depende del coeficiente de difusion del medio.

Se supone que este coeficiente D = D(E) « = » J(E) o E-(r+9)

depende de la energia



Coeficiente de difusion

La determinacion de la evolucion de una poblacion de particulas relativistas
requiere, en general, el conocimiento del coeficiente de difusion.

Es usual suponer que en el medio interestelar este coeficiente es
una ley de potencia de la energia, pero puede variar significativamente en diversos
medios.

En ausencia de cualquier otra informacion, se suele adoptar el
coeficiente de difusion minimo, conocido como coeficiente de difusion de Bohm:
V=C

(E/eV)

cm

"~ 300 2(B/G)

Las particulas que se difunden son observadas cuando interactdan con
“blancos” lejanos a la fuente, y dan lugar a radiacion en RX o gamma
segun el proceso que se desarrolle.

En algunos casos, la difusion compite con la conveccion en el transporte de las
particulas (por ejemplo en regiones donde hay vientos fuertes). En tales casos, el
término convectivo no puede despreciarse.



Coeficiente de difusion

El coeficiente de difusion a lo largo del campo magnético
es un cierto numero de veces el valor del coeficiente de difusién minimo,
conocido como coeficiente de difusion de Bohm:

Dg.; :Er g Donde es el giroradio
o3 d de la particula.
El coeficiente de difusion paralelo a es:. D" = Dy

Un shock se denomina paralelo si la normal al frente del choque
es paralela a la direccion del campo magnético.

Para valores tipicos de y se tiene:
# e ~1.5x10"ec*B (enSl)

acel

dt

= coefic.iente de difusion D ~ D, » d_E ~0.04ec*B (enSl)
perpendicular es: - dt

1+g2

acel




¢,Cual es la energia maxima
gue pueden alcanzar las particulas? (cont.)

Las ondas de choque de los remanentes de supernova permanecen fuertes

como para acelerar particulas durante ~103 afios.
Las energias maximas que se logran considerando B~10° G y pérdidas

sincrotron son:
EX ~10“%xZ eV Para shocks paralelos.

eV Para shocks perpendiculares.

Para un shock oblicuo, con un angulo E
entre la normal al shock y el campo magnético,
el coeficiente de difusion es:

D, =D, cos*(6)+ D, sen(6)

El valor de la energia maxima estara comprendido entre
los valores correspondientes al caso paralelo y al perpendicular.



Efectos adicionales a tener en cuenta
en diversas situaciones astrofisicas:

1) Modificacion del shock por efecto de la presion de los rayos cdsmicos
gue estan siendo acelerados, lo que lleva a situaciones no-lineales.

2) Ondas de chogue relativistas.
En este caso, el indice adiabatico del gas es 4/3 en vez de 5/3,

lo que lleva a - Se tienen espectros con

Si se tienen en cuenta efectos anisotropicos, en casos relativistas se tiene:

1.5<1'<20



Discusion general de las Funciones de Green
Consideramos un operador diferencial EINGIIEE L u(X) = Au(X)

Supongamos gque se ha fijado una region
y se han impuesto condiciones de contorno adecuadas.

se dice hermitico si: fQU*(Y()LV(T()dBX = JQV*(X)LU(X')dgx

Funciones arbitrarias que
satisfacen las condiciones de contorno

Supongamos que es hermitico
y consideremos dos autofunciones diferentes con sus autovalores:

=

Lu,(X) = 4 u,(X)

Lu,(X)=4,u;(X)

_[Qu’;(i)Lui(X’)d?’x:ﬂ,, jgu]f(i)ui(i)d?’x

_[Qu:()?)Luj()?)d3x=/1j _[Qu:(i)uj()?)d3x

Conjugando la segunda ecuacion y restando: (/’L, — % )jgu’;()_(') u (X)d*x=0




Discusion general de las Funciones de Green (cont.)

Considerando los casos [ E-N] vemos que:

1) Los autovalores de un operador hermitico diferencial son reales
2) Las autofunciones de un operador hermitico diferencial,
correspondientes a autovalores distintos, son ortogonales:

jQu;‘(sz)uj(i)de:o

» consideramos la ecuacion no-homogénea:
Lu(X)—Au(X) = f(X)

Desarrollamos[W[¢€4] v Ef€4] en serie de autofunciones de [W:

» 36, (A - AU, (X) =Y d, U, (X)
n n u f_

Z[Cn (/ln _;L) u, ()_() _dn un()?)] =0 » -

u(x) = Z“ 4 f . (X)ju (X f (X)d*X

u(x) = 2 ¢, Uy(X)

f(®)=2.d, u,(X)




Discusion general de las Funciones de Green (cont.)

Podemos escribir [ J‘G()'(’, X) f(X)d°x’ Lu(X)—Au(X) = f(X)
Q

donde G(X,X) = Z un(j) ung()?’) es la Funcion de Green.
n n T

Esta funcion esta determinada por un operador diferencial hermitico, una region
y condiciones de contorno adecuadas.

s 5 . . . 5 !
» Buscamos ahora la ecuacion diferencial que se satisface con G(X,X')

S (X)) =5(X—X%,) # U(X) = [ G(X,X) 5(X' = %,) d*X' = G(X, %)

Por lo tanto, SR e el | LG (X, X)) —AG(X, X") =0(X, X')

Significado de la funcidén de Green:

es la solucion del problema para una “fuente” puntual unidad ERCIEIIEERY

G(X',X) =[G(X, X"

Se cumple que B | significa,aue
la respuesta en a una perturbasion unidad en X —
es la misma que la respuesta en L una perturbacion puntual en



Microwave

wavelength {crm)



