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GRTensor

Paquete para el cálculo y manipulación de componentes de 
tensores y objetos relacionados a estos. 

Entre outras cosa, el GRTensor puede

Calcular componentes de tensores (built-in o definidos)

Simplificar expresiones que contengan componentes de tensores

Hacer cambios de coordenadas

Trabajar em el formalismo métrico y en el de tetradas

Determinar “junction conditions” entre dos e-ts

...
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Comienzo y sintaxis

Los tensores se especifican por el nombre y la posición de los 
índices:

(componentes em una base)
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Especificación de la geometria del espacio-tiempo (en n dim.)

4 posibilidades:

1) Métrica g
ab

, matriz simétrica n x n 

2) Elemento de línea: ds2= ....

3) Base no holonómica: conjunto de vectores base com producto interno

4) Tetradas nula: formalismo de Newman-Penrose
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Bases
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Cálculos: el comando grcalc()

Los comandos que actúan sobre tensores tienen la forma

Nombredelcomando( Nombredeltensor (índices), [opcionales])

Ejemplo:  > grcalc (R (dn, dn), R(up,dn,dn,dn)):

El Grtensor permite definir nuevos objetos, y tiene una serie de 

tensores predefinidos: 
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Ejemplos
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La secuencia de índices tiene varias posibilidades:

Índices covariantes/contravariantes
Derivadas parciales
Derivadas covariantes
Índices covar./contrav. De la base
Derivadas covariantes em la base

Ejemplos:
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Operadores
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Por fin, para calcular las componentes de un tensor

Para mostrar el resultado: 

O grdisplay mostra solo los no nulos, respetando las simetrias
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Podemos calcular uma componente usando

Es posible también extraer una componente de un tensor
ya calculado:
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ej. 1, 2, 3, 4
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Agujero negro de Reissner-Nordstrom ( Q ≠ 0, L=0 )

Campo eléctrico
Campo estático com simetria esférica
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(válida para cualquier tensor antisimétrico)
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Esta métrica tiene una singularidad en r = 0 y dos horizontes dados por  

ex. 5



               FCAGLP 2014

Singularidad desnuda (no hay horizontes)

Dos horizontes 

Un horizonte  (caso extremo)

Fotones em movimiento
radial
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Problema com la 
coord. t
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Esquema de la sol. de Kerr (1963)

La solución de Kerr

Roy Kerr (1934-)

0J


(simetria axial-limite minkowskiano)
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Consideremos la métrica general

en la que A, B, C, D, y ω son función de r y θ. 
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1) Arrastre de los sistemas inerciales

Los e-t descriptos por esta métrica tienen dos características 
particulares:
1) La métrica no depende de ϕ → p

ϕ 
se conserva.

s

Consideremos una partícula con p
ϕ 
= 0

 
. Recordando que 

tenemos que sobre la trayectoria de la particula
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Una partícula con   p
Φ 

= 0 es “arrastrada “ por el campo gravitacional 

y adquiere una velocidad angular en el caso de un e-t descrito por la métrica 
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2) Superficies limite estacionarias

Consideremos dos fotones emitidos desde un punto dado em las 
direcciones ±ϕ

ω
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Suponiendo que g
tt
 es positivo en el punto de emisión, dϕ/dt es positivo

(negativo) para un foton emitido em la dirección +ϕ (-ϕ).

Caso 

(en la dirección de la 
rotacion)

(en la dirección 
contraria a la rotación)

 Inicialmente el foton emitido en la dirección contraria a la rotación no se mueve.

Cualquier particula de masa no nula girará com la fuente, aunque tenga momento 
angular grande. 
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cuadrivelocidad de uma particula em reposo
en (r, θ,Φ)

La cuadrivelocidad tiene
que satisfacer

pero esto no es posible cuando  g
tt
 < 0 

A partir de 

que dá el redshift de un foton emitido en A y recibido em B en un e-t estacionario,
vemos que ν

R 
→ 0 cuando g

tt  
(A) →

 
  0   

Otra propiedad de la superficie   g
tt
 = 0 :

Dentro de la superficie definida por g
tt
= 0 ninguna particula puede 

permanecer en reposo:
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La superficie  g
tt
(r, θ) = 0 es uma superficie de redshift infinito.

La métrica de Kerr

Coordenadas de Boyer-Lindqist
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Límites:

Límite ω << 1: 
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Note que las coordenadas de Boyer-Lindquist no son iguales a las de 
Schwarszchild. Em particular, las superficies t = cte., r = cte. no tienen
la métrica de uma 2-esfera.

deberia ser Minkowski:
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que es la métrica de Minkowski en coordenadas (r , θ, Φ)  relacionadas
con las cartesianas por

 

En coordenadas de Eddington-Finkelstein avanzadas
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Forma de Kerr-Schild 

KS →  EFA
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Estructura de la solución de Kerr

Singularidades y horizontes

Singularidad em forma de anillo
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Veremos despues que estas superficies son horizontes, con

Tales superficies son axialmente simétricas con  geometria dada por

→ “singularidad desnuda”



               FCAGLP 2014

Las superficies límite estacionarias y de redshif infinito (S+ y  S-)
estan dadas por

g
tt
(r, θ) = 0 →  
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Conos de luz em la geometria de Kerr (coords. de EF avanzadas)
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La ergosfera (ergo = trabajo)

afuera del horizonte
externo

→ no es posible permanecer em un punto fijo, 
pero sí es posible orbitar con r y θ  constantes, em el 
mismo sentido del agujero negro:
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Dos casos especiales: (a) g
tt
 = 0, y (b)  



               FCAGLP 2014

Geodésicas en el e-t de Kerr

a = 0, θ = π/2, fotones a ≠ 0, θ = π/2
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a ≠ 0, θ ≠ π/2
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La métrica de Kerr tiene simetria axial → sólo p
ϕ 
(proyección del momento angular 

en la dirección del eje de rotación) es conservado.
→ el movimiento no está confinado a un plano.

p
t 
es conservado (indep. de t)
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A diferencia de lo que pasa em Schwarszchild, tanto t cuanto Φ
son mal comportadas cerca del horizonte. 

Partículas com masa no nula
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Rutinas de simplificación em el GRTensot

En general es conveniente simplificar el resultado antes 
de mostrarlo

gralter(Tensor, f1, f2, …)

Onde f1, f2... son rutinas de simplificación:

Ej:

(1) simplify (5) radical (9) sort (13) consr
(2) trig (6) expand (10) sqrt (14) other
(3) power (7) factor (11) trigsin
(4) hypergeom (8) normal (12) cons
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Para hacer substituciones em todas las componentes de un tensor,

En casos complicados, es conveniente por ejemplo simplificar los Christoffels 
antes de calcular el tensor de Riemann
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Reglas de simplificación

* Casi todos los cálculos em GRTensor precisam de alguna simplificación.
   Lo mejor es comenzar con  normal.

* Simplificar la métrica al comienzo del cálculo, y los Christoffels antes
   de calcular la curvatura. 

* Usar substituciones tipo u(θ)=cos(θ) aceleran el cálculo.

* Regla general: los cálculos em GRTensor terminan rápido (algunos 
  minutos) o precisan de simplificaciones.

Invariantes de Weyl

Ex6
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