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1. Introducciéon

1.1. Agujeros negros singulares
La solucién a las ecuaciones de Einstein mas estudiada es la métrica de Schwarzschild

dr?

ds® = (1 - %) Adt? — (o) 7 (d6?2 + sin? 6d<p2) , (1)

con

5 (2)

donde M es la masa de la fuente medida por un observador distante. La geometria de
Schwarzschild describe al campo gravitacional producido por una masa esférica en un
espacio-tiempo vacio.

Esta métrica esféricamente simétrica es usada para describir el resultado del colap-
so gravitatorio, i.e. un agujero negro, cuando el momento angular, la carga eléctrica y
magnética de la estrella colapsante son nulas. En este caso, el tensor de energia-impulso
responsable de la geometria es igual a cero en todo punto excepto en r = 0, donde la
densidad de energia es infinita. Ademads, los invariantes de Riemman también tienden a
infinito cuando r — 0 y la nocién estandar de la geometria espacio-temporal pierde sentido
alli. Decimos entonces, que en r = 0 hay una singularidad.

Hemos aprendido a aceptar la idea que la Teoria de la Relatividad General predice
agujeros negros y también singularidades. Sin embargo, la presencia de esta dltima suele
ser una motivacién para remarcar que esta teoria es inadecuada para describir el espacio-
tiempo debajo de una cierta escala de longitudes.

Esto ha incentivado la busqueda de una teoria de la gravedad més completa que incluya
los efectos cudnticos. Se espera que esta teoria admita un estado con curvatura finita como
resultado final del colapso gravitatorio. Otro punto de vista, es pensar que la presencia de
las singularidades simplemente refleja nuestra falta de entendimiento de las propiedades
de la materia bajo condiciones extremas. Se sugiere que las singularidades podrian ser evi-
tadas si se relajan algunas de las condiciones impuestas a la materia colapsante. También
se han hecho muchos esfuerzos para llevar la teoria de Einstein al limite tratando de evitar
la singularidad.

Es interesante entonces, considerar si las singularidades pueden ser evitadas en pre-
sencia de horizontes. A las soluciones en las que esto sucede se las llama agujeros negros
regulares.

1.2. Primeras ideas sobre agujeros negros regulares

Una singularidad inevitable como estado final del colapso de un cuerpo masivo es el
resultado de los teoremas de singularidades probados por Penrose, Hawking y Geroch en
la segunda mitad de los anos sesenta. Una de las condiciones en las que se basan estos



teoremas es la Condicién Fuerte de Energia, que establece que para cada vector tipo tiempo
uCl{

1
<Ta5 — §ga5T> uo‘uﬁ > 0. (3)

Esta condicién garantiza que en el colapso gravitatorio la contraccién sea ilimitada.

La primer semilla de lo que eventualmente llevaria a la idea de agujero negro regular
fue la propuesta de A. D. Sakharov a mediados de los afios sesenta que consideraba que
presion=-densidad de energia era la ecuacién de estado apropiada para describir el estado
de la materia y energia a altas densidades. Esta ecuacién de estado es la misma que obedece
la constante cosmoldgica.

Luego en 1966, E. B. Gliner sugirié que a muy altas densidades todo tipo de particula
pierde su identidad de materia sufriendo una transicién a un estado de vacio descripto por
el tensor de energia impulso T,,3 = €gop ¥y la geometria de de Sitter. La caracteristica mas
importante de la geometria de de Sitter es la divergencia de las geodésicas. La gravedad
actua de forma tal que las particulas libres se comportan como si fueran repelidas desde
el centro. Con esto en mente, Gliner sugirié que si un estado fisico de vacio de este tipo
puede lograrse durante un colapso, entonces la contraccién podria ser detenida y un estado
de vacio seria el estado final de un colapso gravitatorio, en vez de una singularidad. Esta
propuesta, que deberia haber ayudado a deshacerse de la singularidad, no fue avalada en
ese tiempo por una solucién exacta a las ecuaciones de Einstein.

La primer solucién regular de las ecuaciones de Einstein con horizontes fue obtenida
en 1968 por J. M. Bardeen. Esta es solucién a las ecuaciones en presencia de un campo
eléctrico, como la bien conocida solucion de Reissner-Nordstrom, y es parametrizada por
la masa m y la carga e. Para r pequenos, la métrica se comporta como la de de Sitter
y es asintoticamente Schwarzschild para r grandes. Es decir que, la solucién de Bardeen
es el primer caso concreto que plasma las ideas de Sakharov y Gliner reemplazando la
singularidad por un ntcleo de de Sitter regular.

A partir de estas ideas, es natural que se pensara en reemplazar el interior de un agu-
jero negro de Schwarzschild por el espacio-tiempo de de Sitter. En 1988, E. Poisson y W.
Israel postularon que la transicién de un espacio-tiempo de Schwarzschild a uno de de
Sitter es posible pero que es necesario interponer una capa de material no-inflacionario en
la interfase.

Vamos a tratar de mostrar como la soluciéon de de Sitter y la fisica subyacente pueden
arrojar luz en uno de los mas dramaticos problemas fisicos: el problema de las singula-
ridades. En la primer parte de este trabajo encontraremos cudl es la geometria generada
por un espacio-tiempo vacio con constante cosmolégica no nula y mostraremos que esta
geometria describe un agujero negro regular. En la segunda parte, consideraremos a este
agujero negro regular como el resultado de un colapso gravitatorio y analizaremos cémo
debe ser el tensor de energia-impulso y que propiedades debe tener la materia involucra-
da. Luego, analizaremos la propiedades termodinamicas del modelo y mostraremos que es
termodinamica y dindmicamente inestable.



2. Geometria de de Sitter

En 1917 Willem de Sitter publicé su solucién cosmoldgica

ds® = <1 — T—2> Adt* — L — 1% (d6? + sin® 0dp?) (4)
o2 1—(r2/rd) ’

con T’(Q] = 3/A donde la constante cosmoldgica A es la responsable de la geometria.

Recién quince anos después, se comprendié que la métrica de de Sitter es la solucién a
las ecuaciones de Einstein en el vacio con constante cosmolégica. Por lo tanto, la geometria
de de Sitter es generada por un vacio con densidad de energia no nula ¢ = Ac/87G
descripta por el tensor de energia-impulso

Taﬁ = €Gap; (5)

con ecuacion de estado
p=—¢ (6)

donde p es la presién del fluido.
De la ecuacién de conservacién T = 0 se obtiene que € es constante, implicando p
constante. Por lo tanto, el tensor de energia-impulso (5) describe un vacio isotrépico.

Los resultados de la dltima década del WMAP han confirmado que nuestro universo es
decripto por el modelo cosmolégico ACDM cuya componente de energia oscura es equiva-
lente a una constante cosmoldgica A > 0. Esta energia oscura representa casi tres cuartos
del contenido total de energia del universo (0,728 < 2, < 0,738).

El primer indicio de la existencia de la componente de energia oscura fue obtenido en
1998 cuando el anélisis de datos de supernovas tipo Ia dejo nos mostré una expansion
acelerada del universo. La responsable de esta expansién acelerada seria la energia oscura.
Esto es debido a su presién negativa p = wp, con w < —1/3. El mejor ajuste para w es
w = —1 que se corresponde con una constante cosmolégica A > 0.

A pesar de que A haya tenido una contribucién despreciable en el universo temprano, la
densidad de energia de todas las demés componentes (materia normal, materia oscura fria
radiacién, neutrinos y ondas gravitacionales) decrece a medida que el universo se expande.
Entonces, A tuvo que volverse dominante en algin momento del pasado y por eso hoy
tenemos una expansion acelerada. En un futuro distante, todas las demds componentes
serdn varios érdenes de magnitud menores que A y se volveran despreciables. En este
estado final, el tensor de energia-impulso va a estar dado por (5). Como vimos, la solucién
a las ecuaciones de Einstein con esta fuente es el espacio-tiempo de de Sitter.

3. Agujero negro de Schwarzschild-de Sitter

3.1. Vacio esféricamente simétrico

El vacio es definido como el tipo de materia que no permite un marco de referencia pre-
ferencial. Entonces, cualquier marco de referencia es comévil con el vacio. Esta propiedad



no solo se cumple para el vacio estandar Ty, 3 = 0. Por ejemplo, el tensor de energia-impulso
(5) describe un vacio isotrépico. También existen otras posibilidades.

Si exigimos simetria esférica el tensor de energfa-impulso debe cumplir que T3 = T?f’
con todas sus componentes espaciales cruzadas nulas. Un tensor de energia-impulso de la

forma
;=15 y Tg=T] (7)

tiene un conjunto infinito de marcos de referencia coméviles, de acuerdo con la clasifica-
cion de Petrov. Entonces, puede ser interpretado como el tensor de energia-impulso que
describe al vacio esfericamente simétrico. En general, este vacio es anisotrépico. De la cla-
sificacion de Petrov se tiene que existe solo un tipo de estructura algebraica del tensor de
energia-impulso que describe al vacio esfericamente simétrico.

Mostraremos que el vacio esféricamente simétrico puede generar una solucién de agujero
negro que es regular en r = 0 y en cualquier otro punto.

3.2. Meétrica de Schwarzschild-de Sitter
3.2.1. El tensor de Einstein
La métrica esféricamente simétrica y estatica mas general tiene la forma
ds? = —e*Mdt? + X dr? 4 2 (d92 + sin? 9dg02) , (8)

donde hemos considerado ¢ = 1. A partir de los coeficientes g,,, podemos calcular las
conexiones

(o 1 g

r uy = 59[) (&/gpu + 8;Lgp1/ - apg,ul/) ) (9)

el tensor de Ricci
Ry =001 6" — 06l + 16" Tp" — 1" The?, (10)

el escalar de Ricci
R =g¢"R,,, (11)

y el tensor de Einstein
1

G,ul/ = R;w - gg,ul/R- (12)

Las primeras dos componentes de este ultimo son

—Atv A /

e —14+er+rA

Goo = ( 3 ) (13)
1—er+r/

Gy = —— (14)

r2

donde N =d\/dr y v/ =dv/dr.



3.2.2. El tensor de energia-impulso
Utilizando la ecuacion de Einstein
Gy = 81T}, (15)
donde consideramos G = 1, encontramos que
Gy = g™Guo =g Goo = —e "Gy = 8Ty (16)
Gi = g"Gu =g"Gi =e Gy = 8T} (17)

Como en nuestro caso pedimos que 1 0 — T 1 entonces —e VG = € AGll. Lo cual
p q 1> 00
nos lleva a la condicién

N+ =0. (18)

Dado que estamos buscando una solucién esfericamente simétrica y estatica, al integrar
obtenemos que A + v = 0.

Debemos asumir una forma especifica para el tensor de energia-impulso (7). Pedimos
que

3
TO =T} = cexp (- . > (19)
T'O’I"S
donde 3
2
= 20
"o 8me (20)

3.2.3. La funcién m(r)

Definimos una nueva funcién m(r) como :

m(r)==(1-¢€"). (21)

[\

Resolviendo la ecuacién (16) y considerando que el tensor de energia-impulso es el de un
fluido ideal se encuentra

dm(r)
dr
que coincide con la férmula estandar de la masa

= 42T, (22)

m(r) = 471/ TOr2dr. (23)
0

Reemplazando (19) obtenemos

m(r) = % <1 — exp <—r§i>> . (24)

Cuando 7 — oo nos da la masa total M que esta relacionada con ¢ segin (2).




Despejando (21) tenemos que

2
e =1 2mlr), (25)
T
y considerando que A + v = 0, entonces
1
A

3.2.4. La solucion
Definimos 5
Ry(r) =2m(r) =rs [1 — exp (—%)] (27)

con
3 = 127, (28)

Reemplazando Rg(r) en (8) llegamos finalmente a

Ry (r) dr?
ds® = — (1 — g—) dt* + ——————— + 1% (d6? + sin? 0dy?) . (29)
= T (R )

Esta es una solucién exacta a las ecuaciones de Einstein con simetria esférica. Para

r > r, coincide con la solucién de Schwarzschild (1), y para r < 7, se comporta como la
solucién de de Sitter (4).

3.3. El tensor de energia-impulso

Queremos obtener las componentes restantes del tensor de energia-impulso. Como pedi-
mos simetria esférica, i.e Ty = T3, solo serd necesario calcular una de las dos componentes.
De la misma forma que obtuvimos (16) y (17) encontramos que

Gogy = %e’A (20" + rv'? — \ (2+r/)+2r/]. (30)

A partir de las ecuaciones de Einstein (15) y considerando (25) y (27) llegamos a que

3 3 3
T2=T3=¢ (1 - 2:3> exp <—%> (31)

Entonces, nuestro vacio esféricamente simétrico es anisotrépico pues (19) y (31) no
tienen por qué ser iguales. Sin embargo, cuando r < 7, tenemos isotropfa pues T§ =
T! = T? = T§ = . Lo mismo sucede para r >> 1, pues todas las componentes del tensor
tienden rapidamente a cero Ty = T} = T3 = T3 = 0 y obtenemos el vacio estdndar que es
isotrépico.




3.4. Los horizontes

La métrica (29) tiene dos horizontes, el externo 4 y el interno r_

7“3 T0
ry =715 |1 —exp — 2 r_—=7p 1—5 . (32)
0 S

Para encontrar estas expresiones hay que ver dénde divergen las componentes de la
métrica. Por lo tanto, buscamos que

Ry =r| 1= e <__§)] —r (33)

Debido a que ggo(r+) = 0, la métrica (29) describe un objeto con las mismas propieda-
des que aquellas que definen a un agujero negro: no puede enviar ninguna senial al exterior
y solo interactia con su ambiente a traves de su campo gravitacional. Es decir, el horizonte
exterior r4 es un horizonte de eventos.

El horizonte interno r_ es un horizonte de Cauchy. Es decir, que dentro de él no puedo
hacer predicciones con los datos que conozco. La caida de la predictibilidad supone un serio
problema tanto para el interior de un agujero negro como para multiples espacio-tiempos
conectados.

r+ y r— coinciden para una dada masa M. que se corresponde con el llamado agujero
negro extremo. Este valor pone un limite inferior a la masa del agujero negro. Es interesante
remarcar que Si M < M., la geometria de Schwarzschild - de Sitter describe una estructura
tipo particula autogravitante sin horizontes llamada G-lump tal como se muestra en la
Figura 1.

—1.56—3% 96 15 30 25 30 35 40

Figura 1: La funcién g(r) = 1 — R (r)/r para la configuraciéon de Schwarzschild - de Sitter.
La masa M estd normalizada de forma tal que M., = 1. Si M > M., la métrica describe
un agujero negro no singular con dos horizontes.Si M = M, se corresponde con un agujero
negro extremo cuyos horizontes coinciden. Si M < M, no hay horizontes y tenemos un
G-lump.

Ambos horizontes son singularidades que pueden ser removidas de la métrica por medio
de un cambio de coordenadas apropiado.



3.5. Las coordenadas de Eddington-Finkelstein y la regularidad de la
métrica

Para encontrar la entensién analitica maxima de la métrica (29) debemos introducir
las coordenadas isotrépicas de Eddington-Finkelstein. En éstas la solucién (29) estd dada
por

R
ds? — — ‘1 _ #‘ dudv + r2 (d@2 + sin? HdapQ) (34)

que es regular en r; y r_. Ademés, cuando r — 0 podemos aproximar la exponencial
dentro de R, de forma tal que Rgy(r) — r3/r¢ y vemos que la métrica también es regular
en este limite. Por lo tanto, la solucién aqui presentada es regular en todo punto.
3.6. El escalar de Riemman

El invariante cuadrado del tensor de Riemann R? = l%lg,ﬂ;]:io‘ﬁ'y‘S tiene la forma

R? 2 9 3
R2 — 4 ggr) + 4<%e—7’3/7’§ _ Rggr)> + < Rg3(7n) _ 91 6—7‘3/7"§> . (35)
r L) r r ToTs

Para r — 0, R? es finito y tiende al valor de de Sitter RZ = 24/ 7“61 que naturalmente
parece ser el limite al valor de la curvatura espacio-temporal. Todos los demas invariantes
son también finitos.

4. Agujero negro regular como producto del colapso gravi-
tatorio

4.1. Ecuaciones de Einstein

Por simplicidad, asumimos que un objeto colapsante puede ser descripto razonable-
mente por una geometria estatica y con simetria esférica como la de la ecuacién (8). A
partir de la ecuaciones de Einstein (15) obtenemos

N1 1
8 S N AR - 36
mp(r) € (r r2> + r2 (36)
vl 1
8rpe(r) = e M —4+5) - = 37
e (1) e <r +r2> 2 (37)
! /., /2 / /
(v AV V=X
8mpi(r) = e < 5 1 +— + 5y ) (38)
donde p = —T(? es la densidad de energia, p, = T11 es la presién radial y p; = (py =

T2) = (pp = t%) es la presién tangencial. Por lo tanto, tenemos un fluido anisotrépico con
=T Ty AT,



4.2. FEcuacion de estado

Debemos construir la ecuacién de estado p, (p) en la direccién radial que reproduzca
las caracteristicas de un cuerpo colapsado con las simetrias indicadas. Por otro lado, la
ecuacién de estado de la presién tangencial p,(p) la derivaremos luego a partir de las
ecuaciones de Einstein usando la funcién de la presion radial p.(p) construida.

Las principales caracteristicas que vamos a pedirle a nuestra ecuacién de estado p,(p)
son

1. que cambie desde la ecuacién de estado asociada con la materia usual, a bajas densi-
dades, hasta la asociada con la geometria de de Sitter a densidades muy altas cerca
del centro de la configuracion;

2. que este cambio sea bien comportado.

Consideramos la siguiente forma genérica para la ecuacion de estado

e oo Y] () &

donde m y 1/n son niimeros reales y positivos y « es un parametro libre a encontrar.
Esta ecuacion implica la presencia de una densidad maxima ppax concentrada en una
regién de radio g = 1/1/pmax, que consideramos como el nicleo de la configuracién.

A bajas densidades, i.e
m
p e
< , 40
(PmaX> a+1 (40)

la ecuacién de estado se reduce a una politropa de indice n

pp X p1+1/n. (41)
Mientras que para
m
p «
> , 42
(PmaX> a+1 42)
la presion decrece de forma tal que
Pr = —Pmax = —€ (43)

con ¢ la densidad de energia en el espacio de de Sitter.

Dado que la ecuacién (39) ya cumple con las caracteristicas generales que requerimos
para el modelo, su forma especifica (basada en la eleccién apropiada de los indices m, n y
del pardmetro «) la eligiremos teniendo en cuenta las siguientes condiciones bésicas

1. no tiene que tener patologias, es decir, la velocidad del sonido dp/dp no puede ser
méaxima en p = 0. Ademds, la velocidad maxima en el punto donde d?p/dp? = 0
tiene que estar dada por dp/dp = ¢ = c = 1;

2. tiene que satisfacer la condicién de energia débil, p > 0, p 4+ p, > 0, y la condicién
de energia dominante, p > 0, p,e[—p, +p].



Los casos
»m=1,1/n=0;

] m:2, 1/n:0

son patolégicos. Los siguientes casos mas simples son

sm=1n=1;

] m:2,’l’L:1

En estos ltimos no hay patologias y ¢s — 0 cuando p — 0.

Si les pedimos que satisfagan dp/dp = 1 y d?p/dp? = 0 obtenemos, en el primer
caso, dos valores posibles para el parametro «, mientras que en el segundo, sélo uno.
Usaremos este tltimo por simplicidad.

e ()] ()

con o = 2,2135. El comportamiento de estd funcién se puede ver de la Figura 2

Entonces,

(44)

~1.0 L. . PR R P I P L - - I - L
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

p/pmax
Figura 2: Ecuacién de estado: P (p)

No es nuestra intencién estudiar la evolucién dindmica del colapso. Asumimos que
el cuerpo colapasado ya ha llegado a un estado de equilibrio.

Esperamos tener cuatro regiones en el espacio-tiempo:

Region I Vacio de Schwarzschild con p=p=0si R <r < oc0.
Region II Campos de materia regular con 0 <p < py p>0si 0,4R <7r < R.

Region IIT Campos de materia exdtica con 0 < p < pmax ¥ —Pmax < p < 0 si
ro <71 < 0,4R.

10



Regién IV Vacio con constante cosmolégica A con p = —p = —ppax s1 0 <7 < rg.

Donde
R = 87’57“8, (45)

con 75 el radio de Schwarzschild (2) y 72 = 3/87pmax de (20).

Por lo tanto, pedimos que la solucién a las ecuaciones (36), (37) y (38) satisfaga las
siguientes condiciones:

1. El espacio-tiempo debe ser asintoticamente Schwarzschild para valores grandes
de r, es decir, R < r < co. La métrica tendrd la forma (1). R es tal que R < 2M
con M la masa total del agujero negro M = 4x fooo p(r)ridr.

2. El espacio-tiempo deber ser asintéticamente de Sitter para 0 < r < rg. La
métrica tomard la forma (4).

Estas condiciones asintdticas implican que hay una region interior delimitada por
la regiéon I por fuera y por la IV por dentro. El espacio-tiempo debe satisfacer con-
diciones de regularidad en las interfaces 7 = R y r = rg. Debemos garantizar la
continuidad de la funcién de masa y de la presion a través de las interfases. Otra
caracteristica deseable para el modelo es que estas funciones sean suaves y continuas
entre las regiones II y III.

4.3. La solucion

Usando la ecuacién de estado para integrar las ecuaciones (36), (37) y (38), obtene-
mos

1—2m(r)

1 s
e = 1-— 87?—/ p(r)rdr’ = (46)
™ Jo r
" 8rr|a—(a e V(e Ypdr
o o (o) Fbe )
r
Introduciéndolas en la métrica (8) encontramos
2
ds® = — <1 - M) "M dt? + 5 dr? +r* (d6* + sin® 0dy?) , (48)
r 1— m(r)

T

donde

omeon ()| ()it o

Esta métrica es la soluciéon maés general para nuestro modelo. Describe un agujero
negro regular con materia y un niclo de Sitter.

11



Para completar formalmente la solucién debemos encontrar p; = {pg , po}. Se
obtiene que

r

5 (50)

- m(r) + 47Tr3pr]

p;+l(pr+p)|: r—2m(r)

2
El comportamiento de esta funcién se muestra en la Figura 3. Observemos que cuan-
dop = 0ym(r) = M, e =e > =1- 2Tm y por lo tanto, fuera de la masa,
el espacio-tiempo es asintoticamente Schwarzschild. Ademds, en el limite » — 7o,
P — Pmax tanto p, como p, tienden a —ppax. Entonces, para 0 < r < rq el fluido
tiene una densidad constante positiva ppax v una presion constante negativa —pmax
por lo que toma la forma de un espacio-tiempo de de Sitter cuya ecuacion de estado

€S P = —Pmax-

15000 : . .
0000f ]
I ¥ ]
\\
\
A\
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Figura 3: Presién tangencial como funcién de la coordenada radial

Para estudiar en detalle el comportamiento de la métrica para r pequenos es necesario
elegir un perfil de densidad. Por su simplicidad puede utilzarse el perfil dado por la
ecuacién (19)

7,.3
p(?”) = Pmax €XP <_TSTO>7 (51)
que en funcién de (45) es
T‘3
p(T) = Pmax €XP <—8§>. (52)

De esta expresién podemos ver que casi toda la masa estd contenida en una esfera de
radio R que se corresponde con la superficie del objeto y que estd contenida dentro
del horizonte.

La introduccién de la funcién densidad en la métrica (48) nos da una solucién parti-
cular para el modelo. La presién radial como funcién de la coordenada r se muestra
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en la Figura 4. Podemos ver que la presién sigue la ecuacién p = —p en el nicleo
de la configuracién, y es cero en /R = 1 que es la superficie de la regién con ma-
teria. También hay otro cero localizado en r/R = 0,28, dos puntos de inflexién en
r/R=10,26y r/R = 0,5 y un maximo absoluto en /R = 0,4. La materia exética, que
es aquella en la que la presién decrece cuando aumenta r, ocupa la regién r/R < 0,4.
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E 02 / b
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[ /,’
-06} / 1
~08F of ]
t S 1
1.0 N A | S | S | S I
0.0 02 04 06 08 1.0

/R
Figura 4: Presién radial como funcién de la coordenada 7.

Por lo tanto, las ecuaciones (48) - (50) junto con el perfil de densidad describen el
espacio-tiempo de un agujero negro regular que contiene materia y un nicleo de de
Sitter.

El campo cuya presencia nos permite pasar suavemente del vacio estandar a la re-
lacion asintética p = —p no lo hemos especificado. Existe mas de una propuesta en
la literatura pero todas ellas comparten una caracteristica: en el interior del agujero
negro debemos tener un fluido con presion negativa que soporte al campo de materia
en la region exterior previniendo el colapso.

4.4. Equilibrio de la configuracion interna

Como ya hemos dicho, asumimos que el cuerpo ha alcanzado una configuracion
de equilibrio. Es decir que, en el interior del agujero negro, el colapso gravitatorio
se ha balanceado con la repulsién generada por la materia exotica. Por lo tanto,
asumiremos también que la materia se encuentra en equilibrio termodindmico. Como
mostraremos, los resultados obtenidos bajo esta hipdtesis son incorrectos implicando
que el sistema es inestable tanto termodindmica como dinamicamente.
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4.4.1. Termodinamica de la materia dentro del horizonte

La temperatura de la materia como funcién del radio puede ser estimada utilizando
las leyes de la termodindmica

TdS = d(pV) + p,dV, (53)

donde dV es un elemento de volumen en el sistema de referencia propio del fluido.
Usando que

9%V OT = 9* /TS, (54)

obtenemos n
P T Pr
dpy = ———

b T

dT. (55)
Reemplazando (19) y (39) e integrando obtenemos la temperatura como funcién
de la coordenada radial. El resultado se muestra en la Figura 5. Notemos que la
temperatura tiende a cero cerca del nicleo. Hay s6lo un méximo en r/R = 0,4. Los
puntos de inflexién se encuentran en /R = 0,31 y /R = 0,57.

AN

T/Tsup
/~

r/R

Figura 5: Temperatura como funcién de r. Ty, es la temperatura de la materia en r» = R.

Sustituyendo T'(r) en (53) encontramos la expresién de la entropia como funcién de
la coordenada radial ot p
El resultado se muestra en la Figura 6. La entropia tiende a cero cuando r — 0. Su
méximo estd aproximadamente en r/R = 0,4, en la regién de mayor densidad de la
materia normal.

La densidad de entropia también puede ser calculada en funcién de r y de p. Los
resultados los mostramos en las Figuras 7 y 8 respectivamente. Podemos ver que
la densidad de entropia diverge en el origen como resultado de que el volumen se
vuelve nulo. En el caso de la densidad de entropia como funcién de la densidad, hay
un punto de inflexién en p/pmax que se corresponde con /R = 0,34.
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Figura 6: Entropia del campo de materia como funcién de la coordenada radial. Sgyp es la
entropia en r = R.
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Figura 7: Densidad de entropia en funcién de r.

La velocidad del sonido radial se calcula considerando que vZ = dp/dp. El resultado
se muestra en la Figura 9.

De las Figuras 4 y 9 vemos que la velocidad del sonido es cero cuando la presién es
méaxima. Ademds, la velocidad del sonido toma valores complejos para /R < 0,4,
lo cual concuerda con la pendiente negativa de la ecuaciéon de estado. El hecho
de que las ondas sonoras no se propaguen en esta regiénes una consecuencia del
comportamiento del fluido exético que alli se encuentra. La variacién en la presién
genera una expansion en lugar de una compresion.
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Figura 9: Velocidad del sonido como funcién de r.

4.4.2. Equilibrio termodinamico
La condicién para que un sistema esté en equilibrio termodinamico estable es que,

dado un valor de la entropia y del volumen, la energia debe ser minima. Esto es
equivalente a pedir que que el calor especifico a volumen constante satisfaga
(57)

Cy > 0.

Considerando que
dsS

Cv=T|— 58

(8, .

y usando las expresiones antes deducidas se encuentra la funcién Cy(r) mostrada

en la Figura 10. Podemos ver que Cy es negativo para r/R < 0,4 y positivo para

r/R > 0,4. Para r/R = 0,4 no esta definido. El cambio de signo puede ser entendido
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a partir de las Figuras 5 y 8 teniendo en cuenta que podemos escribir

o-r(2), (%),

Como la pendiente de la entropia como funcién de la densidad es siempre positiva,
el cambio de signo estd determinado por dp/dT = (dp/dr)(dr/dT). La densidad
como funcién de r es una funcién exponencial decreciente, entonces dp/dr < 0 para
cualquier valor del radio. De la Figura 5 vemos que para r/R < 0,4, dr/dT <0y
dp/dT < 0. En cambio, para r/R > 04, dr/dT < 0y dp/dT > 0 en la regién de
materia normal.

1of /
o | v
=
; 05F ‘I »// -
o i \ T
— L —
= nof _
o I N\
II
~05F \ —
0.0 02 04 0.6 0.8 1.0
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Figura 10: Calor especfico a volumen constante en funcién de r. Cy,,, es el calor especfico
a volumen constante en r = R.

De forma similar podemos calcular el calor especifico a presién constante:

Co=T (%)P. (60)

El resultado lo vemos en la Figura 11. A /R = 0,57 vemos que Cp = 0, este punto
coincide con uno de los puntos de inflexiéon de la temperatura. Cp es positivo para
r/R<04yr/R>0,57 En laregién 0,4 < r/R < 0,57, Cp es negativo.

wor(2),(5),

Vemos de la Figura 6 que dS/dr > 0 para r/R < 0,57 y dS/dr < 0 para r/R > 0,57.
Como la pendiente de T'(r) es positiva para r/R < 0,4 y negativa para r/R > 0,4
entonces Cp tiene un cambio de signo.

Podemos escribir

El comportamiento discontinuo de de Cp y Cy en r/R = 0,4 es tipico de una tran-
sicion de fase de segundo orden y sugiere que el sistema es termodindmicamente
inestable. Ademsds, el calor especifico no esté definido para el valor de /R donde la
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Figura 11: Calor especfico a presién constante en funcién de r. Cy,,, es el calor especfico
a presién constante en r = R.

velocidad del sonido es nula, reforzando la existencia de una regién de inestabilidad
para la materia normal. El cambio de signo en ambas cantidades termodinamicas
es debido a la presencia de materia exética en el nicleo del objeto que estamos
analizando.

En resumen, las discontinuidades en las derivadas segundas de las funciones de estado
indican que que la materia dentro del agujero negro no puede estar en equilibrio
termodinamico. El calculo de la velocidad transversal en funcién de la coordenada
radial puede ser calculada considerando que vi = dp, /dp, las ecuaciones (39) y
(50). El resultado se muestra en la Figura 12. El grafico nos muestra no sélo la
inestabilidad que hemos discutido, sino también una nueva en la zona de materia

T = \ T
I d

/
I / ~—

normal.

—-60 / b

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

r/R

Figura 12: Velocidad del sonido tangencial como funcién de la coordenada radial.
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4.4.3. Equilibrio dinamico

Recordemos que en la regién de materia exdtica no hay propagacién de las ondas so-
noras. La ecuacién para la velocidad del sonido radial en esta zona podemos escribirla
como A

2 =-2F (62)

Ap

De aqui podemos ver que si la presiéon aumenta, la densidad disminuye. Pero si la
densidad decrece, la presion sigue creciendo. En este proceso, la presién y la densidad
estan relacionadas de forma tal que si el sistema es perturbado, el fluido nunca deja
de expandirse. La gran acumulacion de energia que ocurre en este proceso podria ser

la responsable de las divergencias que indican la inestabilidad del sistema.

5. Conclusiones

El espacio-tiempo de de Sitter es la solucién més simple a las ecuaciones de Einstein
con constante cosmolégica positiva. Es esféricamente simétrica y describe un universo
en expansion acelerada. La solucién de Schwarzschild es la solucién esféricamente
simétrica mas simple a las ecuaciones de Einstein sin constante cosmoldgica. La
geometria de Schwarzschild - de Sitter es una combinacién de ambas.

La solucién de Schwarzschild - de Sitter representa un agujero negro que contiene un
ntcleo vacio de de Sitter en vez de una singularidad. El tensor de energia-impulso
responsable de esta geometria describe una suave transicién desde un estado de
vacio estdandar en el infinito hasta un estado de vacio isotrépico con densidad de
energia no nula cuando » — 0. Esta transiciéon se hace pasando por un estado de
vacio anisotrépico en la regién intermedia, lo que concuerda con la prediccién de
Poisson-Israel que considera materia no inflacionaria en la interfase.

Hemos sugerido un posible modelo para un agujero negro regular como producto
de un colapso gravitacional. Este modelo estd basado en una eleccion prudente de
la ecuacién de estado de la materia colapsada que reemplaza al vacio anisotrépico
anteriormente encontrado. A altas densidades, esta ecuacién viola algunas de las
condiciones de energia originalmente usadas para justificar la existencia de la singu-
laridad en el interior de los agujeros negros. En nuestro modelo, esta violaciéon nos
conduce a un colapso no singular.

La solucién describe un espacio-tiempo con fluido material en la regién exterior
(regién II). Si nos movemos hacia adentro, pasamos a la regién III, de la cual no
hemos hablado en detalle, y luego a la regién IV que es el niicleo més interno que
tiene las caracteristicas del espacio-tiempo de de Sitter. Las regiones III y IV son
las que proveen la presién negativa necesaria para sostener la materia externa en
equilibrio. La solucién tiene el comportamiento asintético requerido, reduciendose al
vacio de Schwarzschild fuera del campo de materia y a la solucién de de Sitter cuando
nos aproximamos al centro del agujero negro. La region III es la responsable de que
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el campo de materia y la region de de Sitter se unan suavemente. La transicién a
este estado exdtico de materia ocurre dentro del horizonte de Schwarzschild.

Por tultimo, hemos calculado las cantidades termodinamicas que describen a la fuente
de materia del agujero negro regular y hemos visto que la regiéon de materia exética
es inestable. También hay evidencia de inestabilidad dindmica.
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