Introduccion a la Astrofisica de Agujeros Negros

Préactica 1: cdlculo tensorial en variedades.

1. Mostrar que en una variedad donde el intervalo es cuadratico en los diferenciales,

ie. ds®> = g, (x)dx"dx?, la métrica puede elegirse de manera que g, (x) = g,,(x).

2. En el espacio euclideo 3D, escribir el intervalo en coordenadas cilindricas y esféri-

cas. Identificar los coeficientes de la métrica en ambos sistemas y mostrar que se

relacionan como

/ ox¢ x4
gab(x/) = gcd(x)@m-

3. En el espacio euclideo 3D, ciertas coordenadas x'? se relacionan con las coordena-

das cartesianas x% como

a)
b)

xl = /1 4 42 2 — 142 3 — 2y, 2 + ¥3.

;Coémo son las curvas coordenadas en el sistema x*? Graficar.

Obtener los coeficientes de la métrica g . (x") y comprobar que las x™ no son
coordenadas ortogonales.

4. Consideremos una superficie esférica de radio 2 embebida en el espacio euclideo
3D (2-esfera).

a)

b)

d)

A partir de la ecuacion de la esfera en coordenadas cartesianas (x, y,z), hallar
la expresién para el intervalo ds? sobre la superficie de la esfera en estas coorde-
nadas. Identificar los coeficientes de la métrica.

Escribir el intervalo en un nuevo sistema de coordenadas (p, ¢) que se obtiene
del anterior a partir de la transformacién x = pcos¢, y = psin¢. Identificar
los nuevos coeficientes de la métrica.

;Qué ocurre cuando x> +y> = a? 6 p = a?

Aunque en el espacio euclideo 3D las coordenadas (x,y) y (p, ¢) tienen un sig-
nificado geométrico claro, podrian haberse elegido para mapear la superficie
de la esfera sin necesidad alguna de considerar la existencia de una variedad
de mayor dimensién donde la 2-esfera esté embebida. Dibujar las curvas coor-
denadas sobre la esfera (considerar el casquete superior) para ambos sistemas
de coordenadas.

Considerar la circunferencia sobre la esfera definida por p = R. Trabajando
en coordenadas (p,¢) calcular el perimetro, la distancia desde el centro al
perimetro y el drea del circulo encerrado. Analizar los resultados.



5. Probar que los coeficientes de la conexién afin F“m no constituyen un tensor bajo

transformaciones generales de coordenadas.

6. Demostrar las siguientes afirmaciones.

714 d
a) 0c8p = a8y + 1" p8a
b) Sil", =17, (en cuyo caso se dice que la variedad tiene torsion cero), entonces
se satisface la siguiente relacion entre la conexién afin y la métrica:

1
e = §gad (984c + 9e8pa = Ia8ue) -
€) &upe = Ve&,p = 0 en todos los sistemas de coordenadas.

7. Deducir la dependencia del tensor de Riemann R"‘ﬁ}w en tA©rminos de la conexién

afin 1”"‘57, mostrando que

Ra‘B]/lU — ayr“ﬁv - ayraﬁy + ]'—WU']/[ Uﬁl/ - FD‘UV U,B]/l' (].)

8. Consideremos coordenadas polares (p, ¢) en el espacio euclideo 2D (el plano).

a) Escribir la regla de transformacién de coordenadas polares a cartesianas y
viceversa.

b) Obtener los vectores base coordenados e, ey en funcion de ey, e,. Dibujar e,
ey en distintos puntos del plano. Calcular sus derivadas.

c¢) Hallar los coeficientes de la métrica g, en coordenadas polares a partir de los
vectores base coordenados. Calcular los coeficientes g*°.

d) Calcular todas las componentes de la conexién afin I'?, . en coordenadas po-
lares a partir de i) las derivadas de los vectores base coordenados, ii) de la
métrica, y i) del lagrangiano £ = g, #"x".

e) Hallar la expresion para la divergencia de un vector en coordenadas polares.

Comparar con el resultado conocido.

f) Escribir las ecuaciones geodésicas en coordenadas polares. Resolver para ha-
llar p(¢). Interpretar el resultado.

9. Calcular todas las componentes independientes del tensor de Riemann para una
2-esfera de radio a en coordenadas esféricas, ds> = a?(d6? + sin?f d¢?). Mostrar
que el escalar de curvatura vale R = 2/42. Calcular R para un cilindro.

10. Mostrar que el operador Laplaciano (V2 = gifaiaf ) no es invariante de Lorentz,
mientras que el operador D’Alembertiano (J = 9¥9, = g"Y9,0") si lo es.



11. Mostrar que un campo de Killing ¢* satisface:

ﬁégtxﬁ =0 2)
es decir,
0= Lz8up = Cup + Gprc ®)



